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Çàäà÷à 1

Ãðàôèê ôóíêöèè y = ax2 + bx + c ïåðåñåêàåò îñè êîîðäèíàò â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ac = −1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = ax2 + bx + c. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0 è âåòâè ïàðàáîëû íà-
ïðàâëåíû ââåðõ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìíîæèì f(x) íà (−1), ïðîèçâåäåíèå ac îò ýòîãî íå
èçìåíèòñÿ, à òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè îòðàçèòñÿ ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.

Ïóñòü x1 è x2 � êîðíè óðàâíåíèÿ f(x) = 0. ßñíî, ÷òî åñëè x1 = x2, òî ïàðàáîëà
êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ, è òîãäà âñå òðè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê
èç óñëîâèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 < x2. Êðîìå
òîãî, ÿñíî, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ îðäèíàò èìååò êîîðäèíàòû (0, c).
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Íàéäåì êâàäðàòû äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Îíè ðàâíû x2
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ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî îíè ïðÿìûì ìîæåò áûòü òîëüêî óãîë ïðè âåðøèíå (0, c) (äâà
äðóãèõ � îñòðûå). Ïîýòîìó ýòîò òðåóãîëüíèê � ïðÿìîóãîëüíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà
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Ðàñêðûâ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
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1 ⇐⇒ −2x1x2 = 2c2 ⇐⇒ x1x2 = −c2.

Ïî òåîðåìå Âèåòà, x1x2 = −
c

a
. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

−c2 = c

a
⇐⇒ ac = −1.



Êðèòåðèè. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî èç ïðÿìîóãîëüíîñòè òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
ac = −1 � 15 áàëëîâ.

Ñðàçó ïðèíÿòî, ÷òî a > 0 (èëè a < 0) áåç îáúÿñíåíèÿ, ïî÷åìó òàê ìîæíî ñäåëàòü � 21
áàëë (èëè 11 áàëëîâ, åñëè ïðèìåíåí ïåðâûé êðèòåðèé).

Çàäà÷à 2

Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ïåðåä çàïÿòîé (öèôðû åäèíèö è äåñÿòêîâ) â äåñÿòè÷íîé

çàïèñè ÷èñëà
10120

105 + 1
.

Îòâåò. 99.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x120 − 1 = (x5 + 1)(x115 −
x110 + x105− . . .− x10 + x5− 1). Ñëåäîâàòåëüíî, 10120− 1 äåëèòñÿ íàöåëî íà 105− 1, ïðè÷åì
÷àñòíîå èìååò âèä B = 105 · k− 1, òàê êàê â íåì âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïîñëåäíåãî, äåëÿòñÿ
íà 105. Ïîýòîìó ýòî ÷àñòíîå çàêàí÷èâàåòñÿ íà öèôðû . . . 9999.
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Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ïîëîæèòåëüíî è ìåíüøå 1, ïîýòîìó îíî íå âëèÿåò íà öèô-
ðû ïåðåä çàïÿòîé (öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A). Ïîýòîìó äâå ïîñëåäíèå öèôðû ïåðåä çàïÿòîé
(öèôðû åäèíèö è äåñÿòêîâ) ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè äâóìÿ öèôðàìè ÷èñëà B, ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàâíû 99.

Êðèòåðèè. Òîëüêî îòâåò � 3 áàëëà.

Íàéäåíî òîëüêî âûðàæåíèå äëÿ öåëîé ÷àñòè (÷èñëî B) � 15 áàëëîâ.

Çàäà÷à 3

Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âûáðàíà òî÷êà P òàê, ÷òî PC = BC. Òî÷êà E � ñåðå-
äèíà îòðåçêà AP , à òî÷êà F � ñåðåäèíà îòðåçêà CD. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BP è EF
ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèê CBP ïî óñëîâèþ ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó åãî ìåäèàíà CK ñîâ-
ïàäàåò ñ âûñîòîé, òî åñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíà BP . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî CK
ïàðàëëåëüíî EF .

Â òðåóãîëüíèêå APB îòðåçîê EK � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, EK‖AB è EK =
1
2
AB = 1

2
CD. Ïî óñëîâèþ, îòðåçîê FC òîæå ïàðàëëåëåí AB è ðàâåí 1

2
CD. Ïîýòîìó îò-

ðåçêè EK è FC ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê EKCF �
ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà CK‖EF .
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Çàäà÷à 4

Äàí êâàäðàò 7×7 (ñòîðîíà êëåòêè ðàâíà 1). Êëåò÷àòîé ôèãóðêîé íàçîâåì ìíîãîóãîëüíèê,
ñîñòàâëåííûé èç êëåòîê. à) Ìîæíî ëè åãî ðàçáèòü íà 12 êëåò÷àòûõ ôèãóðîê, ïåðèìåòðû
êîòîðûõ îäèíàêîâû? á) Ìîæíî ëè åãî ðàçáèòü íà 13 êëåò÷àòûõ ôèãóðîê, ïåðèìåòðû êî-
òîðûõ îäèíàêîâû?

Îòâåò: à) äà; á) íåò.

Ðåøåíèå. à) Ïðèìåðîâ ìíîãî, îäèí èç íèõ èçîáðàæåí íà ðèñóíêå.

á) Çàìåòèì, ÷òî 49/13 < 4, ïîýòîìó ñðåäè ôèãóðîê íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ïëîùàäè íå
áîëüøå, ÷åì 3.

Ðàññìîòðèì âñå êëåò÷àòûå ôèãóðêè ïëîùàäè íå áîëåå 4 (ñì. ðèñóíîê).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðèìåòð åäèíñòâåííîé îäíîêëåòî÷íîé ôèãóðêè ðàâåí 4, à åäèíñòâåííîé
äâóõêëåòî÷íîé � 6, ïðè÷åì íèêàêàÿ äðóãàÿ êëåòî÷íàÿ ôèãóðêà íå ìîæåò èìåòü òàêîé
ìàëåíüêèé ïåðèìåòð. Ïåðèìåòð îáåèõ òðåõêëåòî÷íûõ ôèãóðîê (òðèìèíî) ðàâåí 8. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðîáîâàòü ðàçðåçàòü êâàäðàò 7× 7 ìîæíî òîëüêî íà ôèãóðêè ïåðèìåòðà 8.

Èç âñåõ ÷åòûðåõëåòî÷íûõ ôèãóðîê (òåòðàìèíî) òîëüêî êâàäðàò 2× 2 èìååò ïåðèìåòð
8, à âñå îñòàëüíûå � ïåðèìåòð 10. Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî ëþáàÿ ôèãóðêà èç áîëåå, ÷åì



4 êëåòîê, áóäåò èìåòü ïåðèìåòð õîòÿ áû 10. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåçàòü ìû ñìîæåì òîëüêî
íà òðèìèíî è êâàäðàòû 2 × 2. Ïóñòü â ðàçðåçàíèè ó÷àñòâóåò x òðèìèíî è y êâàäðàòîâ.
Òîãäà

x+ y = 13, 3x+ 4y = 49

(âòîðîå óðàâíåíèå ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ ïëîùàäåé). Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x = 3, y = 10.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â êâàäðàòå 7× 7 íåâîçìîæíî ðàçìåñòèòü 10 íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êâàäðàòîâ 2×2. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêðàñèì 9 êëåòîê êâàäðàòà â ÷åðíûé öâåò, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå:

Òîãäà êàæäûé êâàäðàò 2× 2, êîòîðûé ìîæíî ðàçìåñòèòü âíóòðè êâàäðàòà 7× 7, îáÿ-
çàòåëüíî ñîäåðæèò â ñåáå (ïðè÷åì ðîâíî îäíó) ÷åðíóþ êëåòêó. Ïîýòîìó áîëüøå 9 òàêèõ
êâàäðàòîâ ðàçìåñòèòü íåâîçìîæíî.

Êðèòåðèè. Ëþáîé âåðíûé ïðèìåð â ï. à) � 10 áàëëîâ.

Â ï. á) ïîêàçàíî, ÷òî äîëæíà áûòü ôèãóðêà ïëîùàäè íå áîëüøå 3 � 3 áàëëà.

Â ï. á) ïîêàçàíî, ÷òî äîëæíî áûòü 3 òðèìèíî è 10 êâàäðàòîâ � 5 áàëëîâ. Ýòè äâà êðèòåðèÿ
ñóììèðóþòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ðåøåíèè ï. á), ïîìîãàþò ïîñòðî-
èòü ïðèìåð â ï. à). Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ïÿòèêëåòî÷íàÿ ôè-

ãóðêà (ïåíòàìèíî) ïåðèìåòðà 10 � ýòî , à ïåðèìåòð âñåõ îñòàëüíûõ áîëüøå 10.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçàòü íóæíî íà ôèãóðêè ïåðèìåòðà 10. Àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
x+ y = 12, 4x+5y = 49 èìååò ðåøåíèå x = 11, y = 1. Ïîýòîìó íóæíî çàäåéñòâîâàòü ðîâíî
îäíó ôèãóðêó ïåíòàìèíî, è 11 òåòðàìèíî, ïðè÷åì íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü êâàäðàòû 2× 2.


